Consideracdes metodologicas sobre a recta de Euler e o circulo
dos 9 pontos, e sobre os triangulos em posicom de Cavalieri

José Alberto Garcia Suarez

Em esta comunicacom tratam-se aspectos da geometria do triangulo nos que trabalhei
ultimamente, que considero de interese metodologico por propiciar umha visualizagom das
relacbes geomeétricas entre 0s pontos caracteristicos de um triangulo, ou por facilitar um
critério simples para que dous triangulos podam situar-se em posicom de Cavalieri.

1. A circunferéncia dos 9 pontos e a recta de Euler de um triangulo

1.0. Introdugom

O ortocentro, o circuncentro e mais o baricentro de um tridngulo estam alinhados — este
altimo situado a dobre distancia do primeiro que do segundo — sobre umha mesma recta,
chamada recta de Euler, a qual também pertence — equidistante entre ortocentro e
circuncentro — o centro da circunferéncia dos 9 pontos, sobre a que estam 0s pontos médios
dos lados, os pes das alturas e mais os pontos médios dos segmentos com extremos no
ortocentro e em cada um dos vértices (denominados pontos de Euler). Karl W. Feuerbach
(1800-1834) provou que os seis primeiros deles estam numha mesma circunferéncia, e pouco
dispois Orly Terquem (1782-1862), que a ela pertencem os tres restantes.

A breve demonstracom elementar que se desenvolve em esta comunicacom, basea-se
exclusivamente na relagom angular caracteristica dos quadrilateros ciclicos e,
surpreendentemente, nom figura entre as elaboradas demonstragfes que de este teorema
aparecem nos textos habituais, utilizando diversas propriedades “sofisticadas” do triangulo,
como que as bisectrizes interior e exterior de cada angulo abranguem o didmetro da
circunferéncia circunscrita situado sobre a mediatriz do lado oposto; ou a coincidéncia das
alturas do triangulo com as bisectrizes do seu triangulo értico (de vértices os pes das alturas).

Ainda que sigo a considerar altamente provavel — conhecido como é o teorema desde hai
quase 200 anos — que a alguém mais se lhe tivesse ocorrido esta demonstracom antes que a
mim, o certo é que nem eu, nem 0s varios colegas consultados, nem 0s responsaveis no
comité editorial do boletim que estimou de interese publica-la, [2], a atopamos. O que
poderia explicar, em todo caso, o por que dos textos de secundaria nom fazerem referéncia a
circunferéncia dos 9 pontos, quando esta demonstracom, além da sua simplicidade, salienta
de forma clara as configuracdes poligonais existentes entre esses pontos, formando trapézios
e parelhas de triangulos simétricos a respeito do centro da circunferéncia.

1.1. A circunferéncia dos 9 pontos e as configuragdes poligonais entre estes

Teorema. Os tres pontos médios dos lados dum tridngulo, os pes das alturas e mais os tres
pontos de Euler, estam na mesma circunferéncia, situados de modo que 0s tres primeiros
formam com cada pe de altura um trapézio isosceles, e os pontos de Euler som



diametralmente opostos aos pontos médios, formando polo tanto um triangulo simétrico ao
que estes formam, a respeito do centro da circunferéncia.

Demonstracom. Dado o triangulo ABC, sejam A", B’, C", os pes das alturas; Q, R, S, 0s
pontos médios dos lados AB, BC, CA; O o ortocentro; e P, P", P", os pontos de Euler. O
triangulo QBA” € isbsceles, ja que a sua altura QQ" é paralela média do triangulo ABA”
(Figura 1); e por outra parte RS, como paralela média de ABC, mede o mesmo que BQ e A"Q,
e em consequéncia QA'RS é um trapézio isosceles, e polo tanto ciclico. De igual modo se
deduze que o som os quadrilateros que tanto B como C” formam com Q, R e S, polo qual os
seis pontos A", B, C’, Q, R, S, estam numha mesma circunferéncia.

Figura 1

Imos ver agora que o quadrilatero PQRS, que determina o ponto de Euler P com os pontos
médios dos lados (Figura 1), é ciclico ao serem rectos os angulos opostos PQR e PSR, o qual
também implica que P e R som pontos diametralmente opostos na circunferéncia.

Com efeito, QP é paralelo a BO que €é perpendicular a AC, paralelo ao segmento médio
QR; polo tanto QP e QR som perpendiculares entre si, e analogamente se prova que SP é per-
pendicular a SR.

Aplicando 0 mesmo raciocinio, deduze-se que os outros pontos de Euler, P* e P”", som
diametralmente opostos a S e Q respectivamente, resultando assi que os triangulos PP'P"" e
QRS som simétricos a respeito do centro, D, da circunferéncia dos 9 pontos (Figura 2).



Figura 2

1.2. A recta de Euler de um triangulo

Teorema. O ortocentro o circuncentro e mais o baricentro — situado este entre os anteriores
a dobre distancia do primeiro que do segundo — de um triangulo, estam alinhados na deno-
minada recta de Euler, a qual também pertence o centro da circunferéncia dos 9 pontos,
equidistante entre os dous primeiros.

Figura 3



Demostracom. Dado o triangulo ABC, o seu ortocentro, O, coincide com o circuncentro do
triangulo XYZ de lados paralelos aos seus, cujos pontos médios som os vértices opostos (Fi-
gura 3), que é semelhante a ele com racom 2. Polo tanto, se M é o circuncentro do primeiro
dos triangulos, os segmentos AO e AM” som paralelos e a longura do primeiro duplica a do
segundo. Consequéntemente, se G € 0 ponto de interseccom entre 0 segmento OM e a me-
diana AA’, os tridngulos AOG e A"MG som semelhantes com ragom 2, e também AG mede o
dobre que A°G e OG o dobre que GM; o qual significa que G é o baricentro de ABC e que
estd a dobre distancia de O que de M.

Por outra banda, se P € o ponto de Euler correspondente ao vértice A, o quadrilatero
POA"M é um paralelogramo que tem por diagonais o segmento OM da recta de Euler e mais
o diametro PA” da circunferéncia dos 9 pontos; do qual se deduze que o seu ponto de inter-
seccom € o centro da citada circunferéncia e mais do segmento OM, como se queria mostrar.

2. Triangulos em posicom de Cavalieri

2.0. Introdugom

Di-se que dous tridangulos estam em posicom de Cavalieri se tres segmentos que tenham
por extremos un vértice de cada triangulo som paralelos (eventualmente, algim pode reduzir-
se a um ponto, ou dous estarem sobre a mesma recta). Em tal caso, os tridngulos ficam
compreendidos entre duas rectas paralelas, e cada paralela intermédia determina sobre o0s
triangulos segmentos que estam na mesma ragom gue as suas areas, como se indica na Fig.4
(se som os segmentos com um vértice como extremo, BD e B'D", a proporcionalidade
deduze-se exprimindo as areas de ABC e A"B"C"como somas das dos pares de triangulos com
esses segmentos como bases comuns; e para 0s demais pares de segmentos, como ST e S'T',
fazendo a descomposicom nos triangulos e trapézios sinalados na figura). De serem as areas
iguais, os triangulos dim-se Cavalieri-congruentes.

Figura 4

Em 1988, H. Eves [1] publica as duas primeiras demonstragdes (umha construtiva e outra
de existéncia) de que é possivel situar qualquer par de tridngulos de igual &rea em posicom de
Cavalieri, resultado que qualifica de surpreendente por considerar que “é dificil de crer que



um longo e estreito triangulo de base umha milha poda ser Cavalieri-congruente, por
exemplo, a um triangulo equilatero da mesma area”. E em 1991, P. Halmos [5] publica
umha nova demonstragcom de existéncia e insiste no feito de este assombroso resultado ter
pasado desapercebido até o seu descobrimento relativamente recente por Eves. Comentarios
que evidénciam que os seus autores nom visualizaram como Cavalieri-congruentes a parelha
de tridngulos que num trapézio formam as diagonais com cada um dos lados nom paralelos,
sobre a qual chamei a atengcom ao longo de mais de tres décadas aos meus alunos.
Desenvolve-se aqui a generalizagom de esse resultado que publiquei primeiro em [3],
demonstrando que dous triangulos de distintas areas podem situar-se em posicom de
Cavalieri se existe umha relagcom de orde inversa entre as longuras de um lado em cada
triangulo e as das suas respectivas alturas (que é o caso de qualquer parelha de lados se as
areas som iguais); e que ampliei em [4] determinando analiticamente as posi¢Ges de Cavalieri
ao fazer coincidir com a orige dum sistema de coordenadas cartesianas 0s vértices opostos a
esses lados, e girando um dos triangulos com centro no vértice comum. Resultado que pemite
“visualizar” os triangulos, desde umha prespectiva heuristica ““cavalieriana”, como
integrados por “tiras infinitesimais” paralelas que estam na mesma ragcom que as suas areas.

2.1. Condicoes de existéncia de posicdes de Cavalieri entre triangulos

Dados os triangulos ABC e DEF, se um lado ou umha altura de cada um som iguais entre si,
evidentemente som posi¢des de Cavalieri as que resultam, no primeiro caso, de situar os
tridangulos com esses lados, AB = EF, em paralelo e 0s seus vértices opostos em comum; e no
segundo, de fazer coincidir as alturas, como se mostra na Figura 5.

Figura 5

Do que se trata agora é de determinar analiticamente, para dous triangulos com a relagom
entre lados e alturas arriba indicada, posicdes de Cavalieri nas que tenham em comum —
como nos citados casos particulares — 0s vértices opostos aos lados fixados.

Proposicom 2.1.1. Dados os triangulos ABC e DEF, tais que a orde das longuras dos seus
respectivos lados, BC e EF, ¢é a inversa da das suas correspondentes alturas, entom existem
posicOes de Cavalieri entre eles com os vértices A y D superpostos.

Demostracom. Situemos inicialmente os triangulos ABC e DEF, como se mostra na Fig. 6,
fazendo coincidir os vértices A e D com a orige de coordenadas, O (letra que designara no
que segue a ambos); e as alturas que deles partem, com 0 eixo de abscisas, em sentidos



opostos. Os lados BC e EF resultam assi paralelos ao eixo de ordenadas, e suporemos — sem
perda de generalidade — para fixar ideias, que os pes das alturas ficam situados entre 0s seus
extremos.

Denotando por a e d as longuras de BC e EF, e por h e k as das suas correspondentes
alturas, suponhamos que a < d e h > k. Sejam a1, az e d2, di, respectivamente, as longuras dos
segmentos entre o pe da altura e os extremos de cada lado, B, C e E, F. De acordo com esta
notacom as coordenadas dos vértices de ABC e DEF som:

A(0, 0), B(-h, a1), C(-h,-a2), D(0, 0) E(k, -d2), y F(k, d1)
Ei‘
¥

Figura 6

Razoando geometricamente, sem precisom formal, observa-se que nessa posicom 0s
segmentos BF e CE divergem no sentido crescente do eixo de abscisas. Por outro lado, ao ser
h > k, girando em torno da orige, o triangulo OEF alcangara umha posicom OE*F* na qual
estam alinhados B e mais os transformados F* y E* dos vértices F, E (Figura 6); e
consequéntemente BF* e CE* passam a convergir no citado sentido. Completando o giro até
alcancar a posicom inicial, os segmentos voltam divergir, do qual se deduze por continuidade
a existéncia de posi¢Oes intermedias nas que os segmentos som paralelos, que imos obter
analiticamente.

Mediante giro de &ngulo o centrado em O, os vértices E, F transformam-se em

E'(k-cosa+d, sina,k-sina—d, - cosa),
F'(k-cosa—d;-sina,k-sina + d; * cos x),
e a condicom de paralelismo entre BF’ y CE™ é

k-sing+di-cosa—a1  Kk-sina—d2-cosa +a:
k-cosa—di-sina+h k-cosa+dz-Sina+h




ou, reduzindo termos,
(a1-d2—az-di)-sina+(a-k—d-h)-cosa+(a-h—d-k)=0 (1)

(o coeficiente de sin « seria ai-d2+ az-d1 se umha das alturas fose exterior).
Designando os coeficientes e o termo independente por p, g, r, e resolvendo a respecto do
coseno, a equagom toma a forma

(Pz+q2)'0052a+2-q-r-cosa+r2—pz:0 (2)

cujo discriminante 4- p? - (p%? + g% —r?) é nom negativo se g* — r? > 0, ou se p=0. E com
efeito,

G?—rt=(a-k—d-h)?—(a-h—d-k)?=(d?—a?) - (h?—k?),

que nom é negativo se d > a e h > k, ou se as duas desigualdades se invirtem. Como se supom
gque ambas som estritas, se p # 0 existem duas solucOes de (2). Se fosem d =a,ouh =k, a
equacom (1) tomaria cada umha das formas

(ar-d2—az-di)-sina+(a-k—a-h)-(cosa-1) =0 (3)
(ar-d2—az2-d1)-sina+(a-h—d-h)-(cosa+1) =0 4)

que, respectivamente, se verificam para o = 0 e para a = « (qualquera que seja o valor de p),
as duas solucBes que j& se especificaram no inicio desta seccom. E se p=0, a solugom Unica
para a equacom (1) é cosa =(d -k —a-h)/(a-k—d-h).

2.2. Determinacom das posicdes de Cavalieri entre triangulos de igual area

Proposicom 2.2.1. Sejam ABC e DEF triangulos de areas iguais. Fixado ABC, para cada
superposicom dos seus vértices existem duas posicdes de Cavalieri entre eles, com DEF
girado = radians em umha a respeito da outra. Se os triangulos som congruentes, nas
superposicOes de veértices correspondentes a angulos iguais todas as posi¢cbes som de
Cavalieri.

Demostracom. A igualdade das &reas implica a inversom das ordes entre as longuras de
qualquer par de lados (um de cada triangulo) e as das respectivas alturas, e também que, ao

ser a-h=d -k, aequagom (1) se reduze a

(a1-d2—az-di)-sina+(a-k—d-h)-cosa =0 (5)



Se o segundo coeficiente se anula, a-k =d-h, (o que significa que d = a, e k =h), a
solugom de (5) é sin a = 0, e por tanto a1= 0, a2= z, 0s angulos que fixam as correspondentes
posicdes de Cavalieri, como ficou sinalado no caso de tridngulos com distintas areas.

E de se anular o primeiro, ai-d2 =az-d:, obtem-se a solugom cos a = 0, sendo #/2, 2x/3
os angulos que determinam as posigoes.

Ambos os coeficientes de (5) se anulam se e sO se 0s triangulos som congruentes e 0
vértice comum corresponde a angulos iguais, en cujo caso todos os valores de a a verificam.

No caso geral, no qual ai-d2—az2-d: # 0 (ou, pola posicom das alturas, o primeiro
coeficiente é ai-dz2+az-d1), e cos a # 0, a solucom de (5) €

d-h—a-k d-h—a-k
tang=— (oubem tana=———
ai-d2—az-d: ai-dz2+az2-d:

que determinam as duas posi¢cdes de Cavalieri com o vértice comum A = D, a respeito do
qual —como nos casos particulares — som simétricas (estdm giradas = radians) as
correspondentes a DEF, o qual por otra parte é facil deduzir por métodos de geometria
sintética (Figura 7):

Figura 7

Dados ABC y DEF em posicom de Cavalieri, e mais o simétrico de este a respeito do
vértice comum, DE’F’, se verifica que

BS FT F'S

SC TE SE'

é dizer, que os segmentos BF’ e E’C som paralelos e consequéntemente este ultimo triangulo
esta em posicom de Cavalieri com o primero.
Escrevendo m = - (tan o)'= (ai-d2—a2-di)/(a-k —d -h), as rectas

y=m-xx k-(m?+ 1)¥2

som as que contenhem ao lado EF do triangulo DEF em cada umha das posi¢des de
Cavalieri.
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